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本論 は,ヒルベル ト空 間五上の有界線形作用素上のアル
スゲ変換 と呼 ばれる変換 についての話題 をまとめた もの
であ る.以下,ヒ ルベル ト空 間上 の有界線形 作用素の こ と
を単 に作用素 とよぶ ことにす る.なお,以 下の文章 にお い
て,多 くの事柄 は有 限次元 の行列 に対 して も成 り立つ の
で,専門以外 の読者は行列 に関する話題 として読んでいた
だければ幸いです.
最初 に正値作用素の定義 を紹介 しよう.
定 義1.1.作 用 素Aが 正 値 作 用 素 で あ る と は,任 意 の ベ ク ト
ルX∈ 万 に対 して,
(A偲,忽)≧0
が 成 り立 つ 事 で あ る.こ こ で,(・,・)は 内 積 と す る.
上 の定義は,行列の場合では固有値がすべて正で ある対
称 行列 と言 い換 える ことがで きる.こ れ よ り,二つ の作用
素A,Bに 対 して,
A>B
とは,A-B≧0の こ とであ り,A-Bが 対称行列 で固有値
がすべ て正 であるこ とと同値 である.α≧0と したとき,任
意の正値作用素Aに 対 して正値作用素A°が一意に定 まる
事 が知 られ ている.こ れは行列 の場合で は,次の よ うに考
えればよい:正値行列Aは,固 有値 がすべて正の対称行列で

















こ こで,ん ≧o(1=1,2,・ 一,。)は 行 列Aの 固 有 値 とす る.こ























と定義 され る作用素は重要である(こ れを複素数の絶対値
と同様 に,作用素の絶対値 と呼ぶ),
さて,本題 に入 る前 に,次の定理 を紹介 しよう.次の定理 は
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(i)T=二 σtTl(ii)kerT==kerU.
なお,Uが 部分等距離作用素 とは,σ σ*σ=σ を満 たす作
用素 のことであ り,kerT={x∈ み:Tx=0}で ある.
部分等 距離作用 素 とは,ユニ タリ作用素(U*U=UU*=1)
よりも弱い性質 を持 ってい る作用素 で,上 の定義(UU*U=
U)よ り,(UU*-1)U=0を みた し,また(σ*U-1)σ*=0も みた
すことが知 られている.つ まり,σや σ*が右 か ら掛 けられて
いる時 に限 り,ユニタリ作用素のような性質 を持 つ作用素で
ある,、








こ こ で,2×2行 列 の ケ ー リ ー ・ハ ミ ル トン の 公 式 よ り,
(2「*T)2-5T*コr==0
が 成 り立 つ.よ っ て,
四 一(T*T5)2⇔(T*Z')肱 署
ま た,











題 となるアル スゲ変換 の定義 を紹介 しよう.
定義1.2(ア ルスゲ変換,【1】》.作用素Tの 極分解をT=U'T'
とす る.この とき,Tの アルスゲ変換Tは 次 の ように定義
され る.
たITI1/2叩11/2.
なお,アルスゲ変換 は作用 素の極分解 には こだわ らず,T
=vr劉 と分解 されるすべ ての場合 において,T=
lT"ノ2vT凹 として もよい ことがす ぐにわかる.
例1.3.行 列丁を











































この節 では,アルスゲ変換の基本 的な性質 を紹介 しよう.
最初 にすぐに分 かる性質 として,つ ぎの性質があげられる.
や　ド リ ヒ リ
σ(T)=σ(T),目TII≦IITII
こ こ で,σ(乃 は作 用 素Tの ス ペ ク トル(Tが 行 列 な ら ば 固 有
値 の 集 合),11T　は
lITllesup{lTのll
1111=1
で 定 義 さ れ る 作 用 素 ノ ル ム とす る,
例2.1.行 列 丁 を例1.3の も の とす る,つ ま り'




で あ る こ とが す ぐ に 分 か る.
一 方













アルスゲ変換 は,非正規作用素 の研 究に対 して非常 に有
用 であ る.特に以下の非正規作用素の クラスの研 究 をする






これ らの作用素の クラスは,いずれ も正規作用素 よ りも
弱 い性質 をもってお り,有限次元の行列 には見 られ ない ク
ラスである(つ ま り有限次元 の行列が上 の性質の「つで も
満 た していれば,それは正規行列 になって しまう).
なお,これ らの作用素のクラスの包含関係 は以下の よう
になっている.0くP≦4と す る.
{正 規 作 用 素}⊂{q-hyponormal}
C{p-hyponormal}
C{w-hyponormal}CclassA.
例2.2([4]).正 値2×2行 列A,Bに 対 し て,作 用 素Tを 次 の












こ こ で,囹 は 行 列Tの(0,0)成 分 とす る.こ の と き,次 が 成 り
立 つ 。
(i)Tが 正 規 作 用 素 ⇔.4;B.
(11)Tがp-hyponormal⇔ASP≧B2P.
(111)Tが ω一hypollo歪ma1⇔(B1/2ABi/2)1/2≧B.
(iv)TがclassA作 用 素 ⇔(BA2B)1/2≧B2.
実 際に,2×2行 列A,Bを 次の ように決め ると,それぞれ









と す る と,(B・ ノ2AB1/2)1厚 ≧B(つ ま り,(BlρAB1ρ)1ρ 一Bの 固 有 値
が す べ て 正)な の で,Tはw-hyponormal.
111
A-(75)zB-(04)z
と す る と,(BA2-B)n≧BZ(つ ま り,(βA2B)uz-Bzの 固 有 値 が す
べ て 正)な の で,TはclassA作 用 素.
ま た,上 の 例 に お い て,(iii)の 例 はw-hyponormalや1/2-
hyponomlalに な らず,(ii)の 例 は1/2-hyponormalに は な ら な
い が,classAに な る こ と も確 認 で き る.(i)はw-hyponormal
やclassAに も な る こ と が す ぐ に わ か る.こ れ ら の 行 列 の
計 算 は コ ン ピ ュ ー タ ソ フ トMathematicaで 行 な っ た.
つ ま り,正規 作 用 素 が 一 番 良 い 性 質 を持 っ て い て,
classA作 用 素 が 一 番 弱 い 性 質 を 持 っ て い る.こ れ ら の 作
用 素 の ク ラ ス の 研 究 の 一 番 大 き な 目的 は,弱 い 性 質 を持 っ
た 作 用 素 の ク ラ ス が ど の 程 度 正 規 作 用 素 の 持 つ 性 質 を 受
け 継 い で い る の か を 調 べ る 事 に あ る.よ っ て,あ る作 用 素
を よ り良 い 性 質 を 持 つ 作 用 素 へ 変 換 す る こ とが で き れ ば,
も と の 作 用 素 も 良 い 性 質 を持 つ 可 能 性 を考 え る事 が で き
る.こ の 変 換 を ア ル ス ゲ 変 換 が 実 現 して い る.
定 理2.3([1】).実 数p∈(0,1]に 対 し て,Tを 、ρ一hyponormal
作 用 素 とす る.こ の と き,次 が 成 り立 つ.
(i)p∈(0,1/2】 な ら ば,Tは(p+1/2)一 ん〃poη07rmo乙
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ま たw-hyponormalの 定 義 よ り ・9、
(T*T)1/2一 肉 ≧ITI≧ ρ1-(TTり1/2
が す ぐに得 られる事 よ り_w-hyponormal作 用素 の アル
スゲ変換 は1/2-hyponomlal作 用素 になるこ とが分 かる.な
お,Tは これ以上 良い性質 を もつ作用素 の クラスに属 す
る とは限 らない(つ ま り,これ以上良い性質 を持 つ クラス
に属 さないような例が存在する)こ とも知 られているロ1].
また,σ(T)=σ(T)で あるので,ア ルスゲ変換 は,スペ
ク トル を保存 した まま,良い性質 をもつ作用素 に変換す
ることがわか る,
例2.4.正 値2X'2行 列A,Bを 次 の よ う に 定 義 す る.
鳳一ω2-(:1),B-(10
00)・












こ こ で,回 は 行 列Tの(0,0)成 分 とす る.す る と,Alμ ≧B1β よ
り(A≧Bに は な ら な い),例2.2か らTは1/4-hyponormalと な
る 。よ っ て 定 理2.3よ り1,Tは(1/4+1/2)-hyponormal(=3/4-
hyponormal)に な る が,hyponormal(=1-hyponormal)に は な












と な り,hyponormalの 定 義 に従 っ て 計 算 す る と,
7はhy晦 ユー{螂 耀
となるが,上 の二つの不等式 の二番 目の不等式が成 り立 た
ない事 がす ぐに分か る.(実際 にはAz-A1/2BAI/2の 固有値が
正 に な らな い こ とが す ぐ に 分 か る).よ っ て,Tは
hyponormalに な らないので,こ の例が定理2.3の 評価 が こ
れ以上 良 くな らない こ との一つの例 になってい ることが
分 かった.略
さて,一般 に σ(T)=σ(T)は 常 に成 り立つが,T=Tが
成 り立つ こ とは ない のだろ うか?そ の問題 の一つの解答
が次の結果である.





特 にTが 有限次元行列 の場合,上 の条件(ii)はT*T』TT*(つ
ま りTは 正規行列)と 置き換 えることがで きる.
次 に,アルスゲ変換の数域 についての結果 を紹介 しよう.
最初 に次の定義 を紹介 しよう.
定義2.2(数 域}.作 用素Tの 数域W(T)は 次 のよ うに定義 さ
れる.
wp(T)e{(7'調 窪,忠):澱 ∈%,1回1瓢1}・
数域の基本的 な性質 として,次の ことが あげ られる.
(i>σ(T)⊂ 》7(T)・
も
(11)膵(T)は 凸集 合(つ ま り,λ,μ 軸∈WてT)r字 任 意の
ヰ ヒ
α ∈107ilに 対 して,α λ十(1一 α)μ∈W(T)).
ここで,集合Xに 対 してXをXの 閉包 とする.また,W(T)は 凸
集合 なので,σ(T)を 含 む最小 の凸集合(こ れ をcomvσ(T)
と書 く)も含 むことがす ぐに分かる.
なお,凸 集合 の定 義は上の(ii)で紹介 した式で定義 され
るが,そのイメージは したの図の ようになっている.
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噸
集 合Xと 集合convX
こ こで,集 合Xに 対 して,convXと は,Xを 含 む 最 小 の 凸







と す る と,W(T)={z∈{C:lzl≦1/2}1と な る.
Tの 数域W(T)
さ て,
ス ペ ク トル 半 径:r(S)=sup{;λ1:λ ∈ σ(S)},
数 域 半 径:w(S)二s叩{MLλ ∈W(S)}
とす る と,r(S)≦w(5)≦II311が 成 り立 つ.ま た,σ(T)=σ(T)
よ りr(T)=r(T),IITII≦IITIIで あ る こ と も既 に 知 ら れ て い
る.よ っ て,W(T)とW(T)の 関 係 を調 べ る事 が 次 の 課 題 と な
っ て くる.
定 理2.7([6,7,9】).任 意 の 作 用 素Tに 対 し て,
w(T)⊆w』(T).
なお,一般 に無 限次元 のヒルベル ト空 間上 の作用素 丁に
対 しては,W(T)=W(T)と は限 らないが,Tが 有 限次元の行













よ っ て2×2行 列 の ケ ー リ ー ・ハ ミル トン の 公 式 よ り,
(7'*T)2-2丁 塑=・Or
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よ っ て,W(T)=[0,1]で あ り,ま た,σ(T)={0,1}で あ る こ




この例の ように,一般 にはW(T)=W(T)と はな らないが,こ




定理2.9に ついての,よ り詳 しい意味 については次の
節 でまた触 れる事 にする.
最近では,アルスゲ変換 の性質 をよりよ く調べ るため
に,アルスゲ変換 自身の極分解 も得 られてい る.
定理2.10([5]).任 意 の作用素Tに 対 して,Tの 極分解は
T=vo1Tl
と表 される.ただ し,U,Vは それぞれ極 分解T=U.T.,
lTllρIT*1'!2=WTII/2.T*IICIをみたす部分等距離作用素とする.
3.繰 り返 しア ル ス ゲ 変 換
この節 では,作用素Tに アルスゲ変換 を繰 り返 し施 した
ものが どのよう な性質 を持つのかを紹介す る1











前節 で紹介 したアルスゲ変換 の性質か ら繰 り返 しアル
スゲ変換 については次 の ような一連の不等式 や包含 関係
が成 り立つ事がす ぐに分かる.
(i)ス ペ ク トル:σ(T)=σ(T)=…=σ(臨).
(ii)ス ペ ク トル 半径:r(T)=r(T)e…=r(%).
(iii)数 域:W(T)⊇W(コr「 冒)⊇.●。⊇ 耳ノ匹!(コ・n),
(iv)数 域 半径:w(T)≧2U(T)≧ … ≧w(Tn).
(v)作 用素 ノル ム:艮Tll≧ 睦TII≧ … ≧1隣ll.
また,任意の作用素の対 してr(T)≦w(T)≦llTllが 成 り立つ
事 を踏 まえると,次のことが成 り立つことがすぐに分か る.
llT隠≧llTll≧ … ≧IITnll≧ γ(Tn)T(T)・
最初 に,この不等式 に関連 した結果 を紹介 しよう.
定理3.2(【8]).作 用素 丁に対 して,IlTl1=r(T)で あるための
必要十分条件は,すべての 自然数nに 対 して
11Tli=1μ ㍊
が成 り立つ事である.
一般の作用素 に対 しては次の結果が示 されている.






W(T)⊇W(T)⊇ … ⊇ レ「(7D
⊇C・nvσ(勾 一C・nvσ(T).
定義3,1(繰 り返 しアルスゲ変換,[6,8】).任 意の作用
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そして,この包含関係 に関連 した結果 として,定理3.2と 定理
3.3に 対応 した結果 を次 に紹介 しよう。




なお,定理3.2に 対応 した結果は前節の定理2.9に すでに
示 され ている.つ まりアルスゲ変換 の数域 は,作用素 ノル
ムと比べ てよ り興味深い性 質を もっていることが分か る.
ね
ち な み に,例3.1のTで は,"TニllTllニ1で あ る が,
r(T)=0<1=nTaiと な っ て,定 理3.2は,定 理2。9の よ う に き れ
い な 形 に な ら な い こ と が す ぐ に わ か る.
最後 に繰 り返 しアルスゲ変換 自身の収束発散 について
の結果 を紹介 しよう.
り




















特 に,α♂・)の対 数 を とる と,以 下 の よ う に な り,上 の 例
で は 収 束 し な い 事 が わ か る.
bg艦 毒¢)噺
定理3.5で は,Tを2×2行 列 に限定 を してい るが,これは
まだ一般 的なn×n行 列での証 明が得 られてい ない事 によ
る.なお無 限次元の作用素で は定理35の ようなことは一
般 に成 り立たない事が知 られている.










1鳶 ∈ 【42m-1十1言427η 】
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と す る と,Tnは 収 束 し な い 。
この計算 は複雑 なので,詳 しくは述べ ないが,ア ルスゲ
お
変換 の定義に従 って計算す ると,Tnは 次の ようになる.
